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О БО БЩ ЕН Н О Е Н ЕРА ВЕН С Т ВО  М О М ЕН ТО В  
Д Л Я  КО М П Л ЕКСН Б1Х С ТЕП ЕН ЕЙ  
ЗА М К Н У Т Б1Х  О П ЕРАТО РО В
1 . Пусть X  — комплексное банахово пространство, Л  — плотно определен­
ный в X  линейный замкнутый оператор со значениями в X .  Предполагается, 
что в области П(а,<т) Э 0 (а > 0, а  Е К), уравнения границы Г (а, а ) которой
А =  — 5 ±  ia(s  +  1)а , (в > 0 ) ,  А =  аег(р (\ср\ < 7г /2),
справедлива оценка
\\Щ^ )\\ <  Со( |АI +  I ) -7  (Со >  0,7 <  а  =  ш т { а ,  1}), (1)
где Л  (А) =  (Л — А£)- 1 ; £  — единичный в X  оператор.
Это позволяет ввести комплексные степени оператора Л  [1]. При раз­
личных ограничениях на параметры в работе устанавливаются неравенства, 
близкие к неравенствам моментов для комплексных степеней операторов и 
имеющие вид
р ч | |  < ( р ^ )  • (2)
Здесь х  Е 7Д Д Д ,
Ле(т — у) < Ле (г — у) < 7  — 1, (3)
функция % удовлетворяет при 5 > 0 соотношению 1 < х ( 3) ^  1п (5 +  3), не 
зависит от ж, но зависит от остальных параметров.
В предположении, что оценка (1) справедлива при 7  Е (0,1] в угловом 
секторе, содержащем положительную вещественную полуось, были введены 
дробные степени оператора Л  и получены неравенства моментов для них 
(см, например, [2-7]). Эти неравенства установлены с использованием инте­
гральных представлений степеней Л г оператора Л  и оценок ||Д 2;7^т (А)||. В 
работах [2-5] рассмотрен случай 7  =  1, а в [6,7] — случай 7  Е (0,1]. В [8] для 
положительного самосопряженного оператора в гильбертовом пространстве 
с использованием спектральной теории операторов было установлено нера­
венство моментов для вещественных степеней с константой С  =  1.
В данной работе оценка (1) с произвольным 7  < 1 предполагается выпол­
ненной в области 0 (а,<т), которая при а  < 1 не содержит углового сектора.
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С помощью интегральных представлений и оценок ||*Аг7£т (А)||, полученных 
авторами в [9,10], в данной работе устанавливаются неравенства (2) в ситуа­
циях, в которых ранее эти неравенства не были известны. Отдельно рассмот­
рен случай нормального оператора в гильбертовом пространстве. Установ­
лена эквивалентность двух определений степени нормального оператора (с 
использованием интеграла типа Коши и спектрального представления). По 
аналогии с [8] доказано неравенство моментов.
2 . Сначала рассмотрим случай банахова пространства. Нами будет ис­
пользовано вытекающее из теоремы 1 работы [9]
У тверж дение 1. Пусть  £ Е С, п Е М, 11е £<771 +  7 — 1. Тогда существует  
такое число С  > 0 , что при всех в > 0  имеет место неравенство
\\Azn m (-s) \\  < С ( 5  +  1)*Ф(5),
где
Ф(з) = <
q =  шах{ —m. K e z  — 7  — (т — 1 )+}
ln(s +  3), если z  ^ Z и выполнено одно из условий:
1 ) K e z  =  7  — 1, т  =  1 или а  > 1,
2) 7  — 1 < R e z  < 7 , т  =  1, а  < 1,
1, в остальных случаях.
Неравенство (2 ) установим сначала для v =  0. Заметим, что в этом случае 
из (3) следует, что операторы A z, Aw ограничены на X.
Введем функцию р  формулой
д^ ) =  7 — 1 — ( £ -  1 ) ( 1 - а ) .  (4)
У тверж дение 2. Пусть  £, гг, и Е С, £ Е N,
К е и  — £ < K ew  < K e z  < m in{R e77, р(£)}, (5)
Re (и — v) < £ +  7  — 1 при и — w ^ Z. (6 )
Тогда существует такое число С  =  C (z ,w ,£ ,u ) ,  что при всех х  Е X  имеет  
место неравенство (2 ) с v =  0 , À =  Л (г,гг,<£,77) ,  х (5) — x ( s:>w ^ i u )i г^е
R e£ — m in{R e77, +(-£)}
\ ( z ,w ,£ ,u )  =
Rete — R e 7/ +  max{Re77, +(^)} ’
ln(s +  3), ео/ш выполнено хотя бы одно из условий:
1) и — w £ Z, Re (и — w) < 7 , £ =  1, а  < 1,
2) т/ ^ Z, Re т/ =  7  — 1, 77 + =  1 шш а  > 1,
3) и £ Z, 7  — 1 < Re 77 < 7 , £ =  1, а  < 1,
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Доказательство. В условиях утверждения согласно [10, утверждение 4] 
справедливо представление
РОС
л гх = с 1 8г- и+1- 1п г{ - з ) л ихй8 о г е а д )  (9)
./о
с некоторым С\ =  Ст(;г, глД), не зависящим от х. Заметим, что оператор 
А иЛ }(—з) является продолжением оператора в )А и и непрерывен на X, 
так как Н ей — £ < Нет  < ср(£) < 7  — 1 [1]. Кроме того, в силу утверждения 1 
и формулы (5), интеграл / 0°° зг~и+^~1А иЛ^( —в) (1з сходится в равномерной 
операторной топологии к непрерывному на X  оператору. Поскольку оператор 
А г непрерывен (Ие^ < ср(£) < 7  — 1), а оператор А и плотно определен на X, 
то из (9) вытекает равенство
A z = СгfJ о A uK l ( - s )  ds.
Тогда для любых t G (0, + 00) и х  G X
A s = Ci
■ f t  fC
/  s z- u+l- l A u- wn l { - s ) d s A wx +  /  
Jo Jt
Поэтому с учетом утверждения (1) имеем
0 z - u - \ - £ — 1 л иA un H - s ) d s :




Re ( z - u ) + £ - l  \\'r £ ( _II n j - s ) \ \ d s \ \ x \ < c 2 [<pi(t)\\Awx\\ +  С^2(0ПЖП]>
где С2 не зависит, ни от £, ни от ж, а функции (/Щ, ip2 задаются формулами:
nt /»+00
< p i ( t ) =  s e ( s  +  l ) ß l x i ( s ) d s ,  ip2 ( t ) =  s e ( s  +  l ) ß 2 X 2 ( s ) d s ,
Jo Jt
Xi(s) =  &(s;u -  w , i ) ,  X2 O5) =  Ф(в;г/Д), в =  Re (z -  u) +   ^ -  1,
/öl =  /Ö(r — эдД), /Ö2 =  ß(u,£) = H eu  — j  — (£ — 1) min{<a, 1}.
Из (4) следует, что 9 > —1, в + ß  1 > —1, 0 +  /З2 < —1. Полагая
= ( t  + l ) e + ß i + 1 X i ( t )  (* =  1, 2),
замечаем, что функции ipßi) /  t^ßt)  имеют конечные пределы в нуле и в бес­
конечности, т. е. при некоторых Сз > 0 , С4 > 0 и всех t > 0 (pßt) <
(г =  1,2). Таким образом,
\\Azx\\ < С5 (i + l)ö+/3l+1P"T|| + (* + 1)0+/32+1 ||ж|| max{xi(*),Хг(*)} (Ю)
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(С5 не зависит от х  и £). Наименьшее значение (по £) правой части не превос­
ходит (при х  ф 0) ее значения при 1 + 1  = ( ||ж ||/ ||Л шх\\)1^ ^ 1~^2\  Подставляя 
указанное значение £ в (10), получаем заключение утверждения.
Л емма 1. Пусть при некоторых С = С > 0 и X = X Е (0,1) и всех х  Е X  
справедливо неравенство (2). Тогда для любого А Е (0, А) найдется С > 0, 
что при всех х  Е X
\\Лгх\\ < С Ц Л ^У Д Ц 1^ .  (11)
Доказательство. Пусть А Е (0, А), А Е (А, А). Так как оператор Л т непре­
рывен, то при всех х  Е X  ||Д^ж|| < || А™\\ \\х\\. Поскольку при некотором С  > 0 
и всех £ > ЦД^Ц- 1 1п (2 +  £) < (7£А_Л, то
Х ( ||Л ша:||) -  ^
Отсюда имеем
\\лгх\\ < ( р ^ )  ^
-  ~ ~ /  II II \ А_А
< С Ц Л ^ У ^ С Ц Л ^ У Ц ж Ц 1^  ( у 1 ) =  С,||Д и,®||л ||®||1- л,
\||*А х\\)
где С  =  СС\\А™\\Х~Х' Лемма доказана.
Замечание. Если  х  — 1 пРи А =  А, то можно взять С  =  С ||Л ^ ||л_л.
Из леммы следует, что при фиксированных £, гг достаточно получать 
неравенство (2) с возможно большим А Е (0,1). При этом зависимость С  
от остальных параметров не изучается.
В следующих далее утверждениях 3, 4 в случаях а  > 1 и а  < 1 будут ука­
заны максимально возможные А среди всех чисел А(г,ьи,£,и), описываемых 
формулой (7), при фиксированных £, гг и различных £, и , удовлетворяющих 
условиям (5)-(6).
При Е С введем множество Е  =  Е (г ,т )  пар (£,и) Е N х С, удовле­
творяющих условиям (5)-(6). Пусть
А (г,т )  =  тах{А (^, т;£, и) : (£,и) Е Е (г ,т )} ,
в предположении, что Е(г,и>) ф 0  (в дальнейшем будет показано, что в этом 
случае значение А (г,т )  существует).
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У т в е р ж д е н и е  3. Пусть а  > 1, К е и  < К е г  < 7  — 1. Тогда 5  /  0  и при 
некотором С и всех х  Е X  имеет место неравенство (11) с показателем  
А =  Л(£, и )  =  (Ие £ — 7  +  1)/И е гг.
Д о к а з а т е л ь с т в о . При а  > 1 92 (^) =  7  — 1, т. е. функция А(^, гл), опре­
деленная формулой (7), не зависит от Кроме того, она не убывает с ро­
стом К е и  и принимает наибольшее значение (К ег  — 7  +  1)/К егг при всех и 
с К еи  > — 1. Возьмем и > 7  — 1Д  > 11е (гл — из) — 7  +  1. Тогда (-£, Д  Е Й и
Л Д  гг) =  А Д  и; £, и) =  (Ие 2: — 7  +  1)/К е  гс, а %(з; 2;, и ,£ ,и )  =  1. Утверждение 
доказано.
Пусть а  < 1,
А) =  4 М  =  т а х Д  Е 2  : Иеге +   ^ < </Д)} (12)
(такое существует и единственно в силу убывания в строгом смысле ф унк­
ции р(£) -   ^на 2 от +оо до — оо). Поскольку Иегг < 7  — 1 < 7  — а =  99(0 ), то 
£о > 0. При этом для £ Е N
К ет  +  £, £ < Д
р(£), £ > +  1?
тп ф К е гг  +  </Д)} =  |
т. е. т а х т т { К е г е  +  ^ , </Д)} =  т а х Д е г с  +  Д  р(£о +  !)}• Таким образом, усло- 
вне Б  0  эквивалентно условию К е г  < т а х Д е г с  +  Д  р(£о +  1)}. 
У тверж дение 4. Пусть а  < 1,
Иегт < И е2; < т а х Д е г с  +  £о, 9Д 0 +  1)}- (13)
тогда при некотором С и всех х  Е X  имеет место неравенство (2) с
( Ые £ — Ые -ш — 11е г -< /? ( 4 ) +  1 )
г =  б, -ч) =  то(ге), А =  А Д  и )  =  т а х
} •уЛо) — А) ’ Ые-ш
(14)
Х(г) =  х(з; то, 1, то +  1) =  {  +  3)’ есл” ^   ^ Х> > 7 -  2,
[ 1, в остальных случаях.
Доказательство. П равая часть в (7) не убывает с ростом К е и  при условии 
Кет  < К е г  < К еи.  Пусть И Д л Д )  =  {и : (£,и) Е И Д л ;)} . Из определения
1)(2;, и )  для тех £ Е М, для которых И Д  гг, <£) 7^  0 ,  имеем при фиксированных 
£, из
Ке г — Кеио — £
\{£) =  БЩ ){\(г ,и ,£ ,и)  : гл Е Т>Д и ,£ )}  =  <
<р{1) - 1
Кег~у(<), € > г „  +  1.
Кегт
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Учитывая, что правая часть возрастает по £ на множестве [1, Д)]ПМ и убывает 
на [£q +  1, +оо) П N, получаем, что ее супремум по £ E N достигается хотя бы 
на одном из чисел £q, £q +  1. При этом (с учетом (12)), если R e z  > ср(£о +  1), 
то ( £ q , w  +  £q) E D  и  X(£q +  1) < 0 < \ ( £ o ) ,  а если R e z  > R e w  + £ q , то (^o +  1, 
гг+^o +  l) £ 0 и А ( 4 )  < 0 < \(£o + l). Если же K e z  < m in{R etc+^o, +(А) +  1)]э 
то (£o,w +  £ф), (A) +  1? ^  +  A) +  1) £ D. Из предыдущих рассуждений следует, 
что А =  A (z ,w )  имеет смысл и задается формулой (14).
Заметим, что при £q > 1 R e w  + £o < tp(£o) < +(1) =  7  — 1, т. e. Re гг < у —2 
и по утверждению 2 Д =  £q и л и   ^ =  Д  +  1 , ^ =  л ; +  Д % ( s ) =  1-
Если £q =  0, то Re w +  1 > (/9(1) =  у — 1, т. e. Re гг > у — 2. Подставляя в (8) 
<£ =  Д) +  1 =  1, /м =  'Ш +  ^ =  'Ш +  1, получаем, что %(s) =  ln(s +  2), при гг ^ Z. 
Таким образом, функция % задается формулой (15). Утверждение доказано.
Из утверждений 3, 4, если в них заменить £, гг, ж на £ — л, гг — л, 
соответственно, вытекает
Т ео р ем а . Пусть тройка чисел (w ,z ,v )  удовлетворяет неравенствам  (3), а 
если а  < 1, mo л неравенству
K e z  < m ax{Retc +  £q, Re л +  cp(£o +  1)} (16)
e £q =  £o(w — v). Тогда при некотором С  > 0 и всех х  E D ( A V) справедливо 
неравенство (2) с
А =  А =  <
Re (z — v) — у +  1
лрл а  > 1,
max
Re (гг — v)
f  Re (z — w) — £q Re (z — v) — р(£$ +  1)1 .
\  m ) - k  ' — — S n p u a < 1 ’
X(s) =
(17)
ln(«s +  3), если w — v £ Z, Re (w — v) > у — 2, a  < 1,
1, e остальных случаях.
Замечание. При а  > 1 ниж няя строка формулы (17) дает тот же резуль­
тат, что и верхняя строка этой формулы (это устанавливается непосред­
ственной проверкой).
Следствие. При условии  (3) при некоторых А Е (0,1) и С  > 0 на 44(ДД 
выполнено неравенство (2) с %(з) =  1.
Доказательство. Достаточно рассмотреть случай а  < 1. Пусть z, ьи, V удо­
влетворяют (3) и &о =  тах{А; Е 2  : Кет  + (к + 1)/2 < И е Д . К аж дая из
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троек (w +  k /2 ,w  +  (к +  1) / 2 , г?) при 0 < к < ко удовлетворяет (3), (16) (ес­
ли Д), найденное по числу w +  к / 2 , равно нулю, то максимум в (16) равен
Rer> +  р (£о +  1) =  R e^  +  7  — 1). Кроме того, тройка (w +  (ко +  1)/2, £, г>) так­
же удовлетворяет (3), (16). Применим теорему к каждой из перечисленных 
троек. Пусть А& Е (0,1), С& > 0 — числа, о которых говорится в теоре­
ме, найденные по соответствующим тройкам. Тогда справедливо (2) с А0 =  
=  A0A i. . .  АЛо+1, С = CqCi . . .  С/с0+ ъ  0 < x (s) < [ln(s +  2)]feo+2, т. е. при 
некоторых С  > 0, А € (0, А0), х  =  1 имеет место (2). Следствие доказано.
3. В случае гильбертова пространства через A f обозначим сопряженный 
к А  оператор.
У тверж дение 5. Верно равенство
(A*)z =  (А*)* . (18)
Если X  =  Н  — гильбертово пространство; то
(Л ')Г = ( Л Д .  (19)
Доказательство. Сначала для обоих утверждений рассмотрим случай, ко­
гда Re z  < 7  — 1. Потом оба утверждения докажем в общем случае, когда 
z  Е С.
1) Re £ < 7  — 1. Тогда
A z =  - —: [  p z1Z(A,/a)d/i (fiz =  exp (^ ln /i) , |arg/i| < я).
Уг(а,7)
Возьмем произвольно g E X* и ж E X .  Имеют место равенства
(ж, (A z )*g) = (A zx, д) = g (A zж) =  Х д f  g zK (A ,  д )х  dg =
L'Kl
= X  [  д гд П { А ,д ) х 6 д  = У  [  д гП* (А, д)дх йд,
Jг(a,y) ^Г(а,у)
У  [  д гЩ А * , д)дх йд =  (ж, (А*Уд).
Уг(а,7)
Отсюда вытекает (18).
Теперь докажем (19) в случае гильбертова пространства Н. Возьмем про­
извольно х  Е Н, д Е Н. Тогда
(ж,(А*)'д) = (Д 2ж, д) = { ^ —д У  ^ д гЩ А ,д)х< 1д ,д^  =
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1
- [  ц г ( Щ А , 1л)х,д) d/i = [  n z ( х ,Щ А ',ц ) д )  d/i =
Уг(а,7) 2т  Уг(а,т)
= 7Г-- [  Л { Щ А ' ,  /i )g, ж) ф  = ф  [  Vz (П(А', v)g, х) dv =
2т Уг(а,7) ^  Уг(а,7)
=  ^   ^ г^ г7г(Л', =  (ж, (A ')zg) .
Таким образом, имеет место (19).
2) z е  С  произвольно. Пусть п  Е N таково, что Re £ — п  < 7  — 1. Так как 
A z =  Д*_ПД П, [1] то (A z)* =  (Д*_ПД П)*, а так как A z~nA n плотно опреде­
лен, то (A z~nА п)* =  (A z~nA n )* [11]. Оператор A z~n непрерывен, А п плотно 
определен, т. е. ( [11]) (A z~nA n)* =  (Л*)п (Л*)^_п =  (Д*)* и имеет место (18). 
Аналогично устанавливается (19). Утверждение доказано.
У т в е р ж д е н и е  6 . Пусть А  : D (А) С Н  —)► Н  — нормальный оператор в 
гильбертовом пространстве Н , отрицательная вещественная полуось со­
стоит из его регулярных точек, при некоторых 7  < 1, М  > 0 и всех 
s > 0 имеет место неравенство ||7£(Д, ~s)\\ < М (1 +  s ) - 7 . Пусть В — сте­
пень оператора А , представляющая замыкание оператора A ( z ,n )  (Re £ < 
< 7  +  n — 1), а С — степень нормального оператора, задаваемая формулой
(Сх, у) = [  Xz dExJ X )  (х Е D (C ),y  е  н )  (20)
Ja(A)
(D(C) =  {х 6 Я  : | |2 dEx x^ (X) < +0 0 }, сг(А) — спектр А , Ех у^(Х) —
спектральная мера оператора А ). Тогда В = С.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего заметим, что для целых £ вывод утвержде­
ния справедлив (оба способа приводят к обычному определению целой сте­
пени оператора). Пусть z Е С. Рассмотрим два случая.
1) Re z  < 7 —!. При этом условии В  непрерывен на П  и
В = А [  n zn ( A ,n ) d f i .  
2т Уг(а,7)
Рассмотрим для произвольного х  Е Н
( - [у 2 т  Уг((В х ,х )  =  [ I p zH (A , р )х  dp, х  ] =  — [  p z (TZ(А , р ) х ,х )  dp. /г(а,7) / 27гг -Ща/у)
Зададим кривую Г(ср 7 ) уравнением р  =  д(з), 5 Е (ср/3), причем функция 
д(з) на некотором [с, ф С (ср/3) кусочно непрерывно дифференцируема, а
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на (а, с] и [d, /3) непрерывно дифференцируема. Применим формулу (20) к 
TZ(A, ц) =  (А  — / i / ) -1 , получим
[  /Г  ( Щ Л ,ц ) х ,х )  du  =  /  /Г  /  1 dEXtX(\)
ZtTÎ JY[a^) J а(Л) ^  d'
dfi =
= — [ \ p ( s ) ) Z f  -,— У т ^ Д Щ А )2тг* Ja ЛиД-М* ’ / / ( s )  ds.'а ^сг(Д) ^ /^(^)
У читывая, что Е х х^ — неотрицательная мера, обоснуем возможность переста­
новки интегралов с помощью теоремы Фубини-Тонелли. Д ля этого достаточ­
но проверить конечность интеграла
/ [ГJ о-(Л) LJ а Ш У М )А - ф ) ds dE x x^ . (21)
ds, A G 1)(Д). Boc-ÀРассмотрим внутренний интеграл J(À) =
пользуемся оценкой: существует С > 0 такое, что при всех ц G Г (а, 7 ) 
р (ц ,а (Д ))  > С  (|ц| +  I )7 . Тогда при некотором Ci > 0 и всех ц G Г (а , 7 ), 




ДА) < С г [  
Jr
< С г и
Re г
(И  + 1)7 ’
| ц  |R e  ^
d l
/г(а,7) (И  + I)7
Так как 11е £ < 7  — 1, то последний интеграл сходится, а значит, интеграл ДА) 
ограничен на а (А). Заметим также, что интеграл J(  А) сходится равномерно 
в некоторой окрестности каждой точки А G а (А). Поэтому функция Д  А) 
непрерывна. Так как функция ДА) ограничена, то интеграл (21) сходится. 
Поэтому по теореме Фубини-Тонелли
^  Ы » ) ) У М
^сг(д) I«/а А — /Дв)<«*•*) =  è L  [ '
ds dE XtjX{X) —
— f  dE x x (X) [  - г — d-ц.m  Jcr(A) ' Jrtasy) A - Mа(Л ^
Пусть С# — дуга окружности радиуса Д с центром в нуле, концы ко­
торой леж ат на Г(ск, 7 ), и ограничивающая вместе с Г(ск, 7 ) область не 
содержащую нуль. При некотором С  > 0
[  < [
JcR А -  ц Je
\..\Rez r>Rez
di < С —----— 2n R  -Э 0 при R  -Э +оо,
lcR И  _  |А| Д - | А |
71
2004 Известия УрГУ №30
так как Re £ < 7  — 1. Поэтому
LİCR Л “  М
и по формуле Коши
Uz dfi -Д 0, R  —У +оо
[  - —  dp =  lim (f  - —  dp =  2 m \ z .
J A /i R—>--ı-oo J A /i
Г(а,7)
Отсюда имеем
{Вх,х)  = ф  [  dEx,x (X) [  - R — dv = [  Xz dEx,x (X) = (Cx,x).
J а(Л) J r ( a , ,y) T  A Ja(A)
Таким образом, D (С) =  i7, но С замкнут, т. е. С непрерывен и В  =  С. Утвер­
ждение доказано для Re £ < 7  — 1.
2) £ Е С произвольно. Тогда A z =  для степени оператора в смыс­
ле каждого из определений (n E N таково, что R ez  — п < 7  — 1) (к оператору 
^д£-п ПрИМенимо доказанное в п. 2). Утверждение доказано.
Далее будет использована оценка
е —7r|Im*||A |Re* <  |Л*| <  en \lm z\|A |R e ^  ^
справедливая для всех А, £ Е С, если | arg А| < тт.
У т в е р ж д е н и е  7. Пусть А  : Т*(Д) С Н  ^  Н  — нормальный оператор в 
гильбертовом пространстве Н] числа z, w, и £ С удовлетворяют условию: 
R e w  < Re z  < R eu . Тогда для любого х  Е D ( A w) f ) D ( A u) имеем
а) х  E D ( A Z),
б) справедливо неравенство (11) с А =  Ао =  Re (z — u ) /R e ( w  — r ) ,  
С  =  C(z, гг, и) =  e7r(lIm2;l+AlImw;l+(1-A)Imw)> ß  4acrnnocrnUj если z ,w ,u  E M, 
то С  =  1.
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Положим р =  Re (гг — ^ ) /R e (^  — r ) ,  д =  Re (w— 
—u ) /R e ( w  — z \  тогда p  и q больше единицы и 1 /р  +  1/q =  1. Используя 
неравенства (22), получаем
|д£|2   \ \ 2 z \ çTr\lm2z\| д2 | Re _
  g7r|Im 2z \ 1 д2 |Re w Re (г—-w)/Re (w —u) | д2 |Re «Re (гу —z)/Re (w—u)
т. e.
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Пусть х  Е D ( A W) f >\D ( A u), тогда
|A2 |Reto/p € Lp{(T{A)jfix)j |A2 |ReU/ ,  £ Lq{a{A)^ x)
(здесь /лх =  £ДДА) — положительная мера). Отсюда и из (23) следует, что
Е Е 2(сг(Д), рх),  а х  Е D ( A Z). 
б) Из неравенств Гельдера, (23) и (22) следует, что
ЦДЧЦ2 =  [  \XZ\2 dpx < C i(z)  f \X2\Rew/p \X2\Rew/ qdpx <
J  <t{A) J  <j(A)
VP /  \  1/9
< C A z)  I I |Az |n,e“’ I /  |А2|Кеи <i ( z ) l [  2 R 4 I f A
\Ja(A) J  \Ja(A)
< Ci(z) I [  e7rlIm2H|A2"'| dpLx ] I f  en\Im2u\\ \2u\dfi
\Ja(A) J \Ja(A)
=  С 2(г ,Ш,и)\\Лтх\\2^ \ \Лих\\2^ .
С л е д с т в и е . Пусть А  : И  (А) С Н —> Н — нормальный оператор в гильбер- 
товом пространстве Н ; числа гг,и  Е С и К ет  < Кеи. Тогда
а) если О Е р(Л), то Б ( А и) С В ( А Ш)\
б) если А  — непрерывный оператор; то Б  (А™) С 0 ( А и).
Действительно, в случае, когда О Е р(А),  существует г > 0 такое, что 
открытый шар с центром в точке 0  и радиуса г принадлежит р{А). Следова­
тельно, если А Е сг(А), то |А| > г > 0 и
|д-ш|   |д-ш—г/цдг/| (т—и )\| Д|Ке (,ш—и) | дг/1 ^п\1т (т—и)\^Ке (и—т) ^
Если х  Е 0 ( А и), то |А^ |2 Е Е Д Д Д ) ,ц ж), а следовательно, и
|А- | 2 е Ч И Л Щ Д
Отсюда ж Е В ( А т).
Если оператор А  непрерывен, то для некоторого Я  > 0 и всех А Е сг(А) 
справедливо неравенство |А| < Я. Следовательно,
| д г / |    | д м — ги| | д г и |  ( и —т )\| Д | К е  ( и —т )  | д м /  | ^ т Д т  ( м — ги)| д И е  ( м — ги) | д м /1
Рассуж дая далее так же, как в предыдущем случае, получаем необходимое 
вложение И (А™) С Б ( А и).
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